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HELI~IUT Z6SCIIIIqG]~R 
Einleitung. Ein Modul M heiBt linear-kompakt, wenn ffir jede nach unten ge- 
filterte Familie yon nichtleeren affinen Teilmengen (xz-~ U~ I ~ ~ A) gilt, dab 
[~ (x~ -k Uz) ~ 0 ist. Jeder artinsehe Modul ist linear-kompakt, und fiber einem roll- 
leA 
sti~ndigen lokalen Ring R ist auch jeder endlich erzeugte R-Modul linear-kompakt. Das 
Hauptergebnis unserer Arbeit ist, dab fiber solchen Ringen umgekehrt j eder linear-kom- 
pakte Modul M einen endlich erzeugten Untermodul B besitzt, so dab M/B artinsch ist. 
Eine genauere Untersuchung zeigt, dab ffir diese Umkehrung weder ,vollsts 
noeh ,,lokal" nStig ist, und so erhalten wit das 
Theorem. Uber einem kommutativen noetherschen Ring ist jeder linear-kompakte 
Modul Erweiterung eines endlieh erzeugten durch einen artinsehen Modul. 
Daraus folgt sofort eine 1%eihe yon interessanten E dlichkeitsbedingungen, die -- 
wie einfache Beispiele zeigen -- im nicht noetherschen Fall nicht mehr erffillt sein 
mfissen. 
Korollar 1. Ist Rein kommutativer noetherscher Ring und M ein linearJcompakter 
R-Modul, so gilt: 
(a) M er]i~llt die Minimalbedingung /iir radikalvolle UntermoduIn. 
(b) Fi~r ]eden in]ektiven Endomorphismus /: M-> Mist  Kok/  endlich erzeugt. 
(a o) M er/i~llt die MaximaIbedingung /@ Untermoduln U mit So(M/U) ~ O. 
(b 0) Fi~r ]eden sur]ektiven Endomorphismus /: M--> Mist  Ke/  artinsch. 
Das Studium der linear-kompakten Moduln hs eng mit Fragen der l~atlis- bzw. 
Morita-Dualit/it zusammen. Ist R wieder ein vollst~ndiger lokaler Ring und E die 
injektive Itiille seines l%estklassenk5rpers, so wurde 1958 yon Matlis in [4] gezeigt, 
dab jeder endlich erzeugte und ebenso jeder artinsehe R-1Kodul M E-reflexly ist, 
d.h. die kanonische Abb. M-->ttomn(ItomR(M, E), E) bijektiv ist. Die Unter- 
suchung der Ringe, welche eine Morita-Dualit~t besitzen, ffihrte Mfiller 1970 zur 
Bestimmung aller E-reflexiven R-Moduln: Sie stimmen naeh [6] genau mit den 
linear-kompakten R-Moduln fiberein. 
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Korollar 2. Ober einem vollst~indigen lokalen Ring R ist ein R-Modul M genau dann 
E-re/lexiv, wenn er Erweiterung eines endlich erzeugten dutch einen artinschen Modul 
ist. 
Die beiden yon Matlis angegebenen F~lle erfa]~ten also im wesentlichen schon alle 
E-reflexiven Moduln fiber R. 
1. Die Struktur der linear-kompakten Moduln. Stets sei Re in  kommutativer 
noethcrscher Ring, ~ die ~enge seiner maximalen Ideale. Ein R-Modul M heiBt 
radikalvoll (sockelfrei), wenn er keine maximalen (einfachen) Untermoduln besitzt. 
Der gr5~te radikalvolle Untermodul yon M wird mit P (M) bezeichnet, und M/P (M) 
heil~t der reduzierte Anteil yon M. Die Summe aller artinschen Untermoduln yon M 
ist L (M), und M/L (M) der sockelfreie Anteil yon M. Ein Modul M heil~t unzerlegbar, 
wenn M ~ 0 und jeder yon M verschiedene Untermodul klein in M is t ,  d.h. aus 
X J rY~M stets folgt X~- -M oder YzM.  In diesem Fall ist die Menge 
{xE R[xM =~ M} ein Primideal, das wir mit I (M) bezeichnen. Sei nun M wieder 
beliebig: Ein Primideal p heil~t nach ([3], p. 1134) koassoziiert zu M, wenn es einen 
unzerlegbaren Faktormodul M'  yon M gibt mit p = I(M'). Das ist --  was wir im 
folgenden nicht benStigen -- ~quivalent damit, dal~ es einen artinschen Faktor- 
modul A yon M gibt mit p ~ AnnR(A). Die hier benfitzten Tatsachen fiber die 
Menge Koass(M) der zu M koassoziierten Primideale sollen erst im 2. Abschnitt 
bewiesen werden. 
Hit diesen Begriffen lassen sich die folgenden ffinf Eigenschaften eines linear- 
kompalcten Moduls M aufzi~hlen, die wir sti~ndig verwenden. 
(L1) Jeder Unter- und jeder Faktormodul yon Mis t  wieder linear-kompakt ([9] 
Proposition 2 und Proposition 3). 
(L2) Ist Q ein injektiver Kogenerator mit grol~em Sockel und S ---- Endn(Q), so 
ist anch M 0 = HomR(M, Q) als S-Modul linear-kompakt und die Abb. 
~R (M) ~ U ~-~ AnnM0 (U) ~ ~fs (M ~ 
ein Verbandsantiisomorphismus ([7] Theorem 6, Corollary 2 und [8] 
Lemm~ 3.7). 
(L3) M hat endliche Goldie-Dimension und es gibt endlich viele unzerlegbare Unter- 
moduln U~ (1 ~ i _~ n) mit M z U1 ~ "'" Jr Uu ([9] Proposition 6 und der 
Antiisomorphismus aus L2). 
(L4) M hat nur endlich vide assoziierte und nur endlich vide koassoziierte Prim- 
ideale ([3] Proposition 2). 
(L5) L(M) ist artinsch und M/P(M) endlich erzeugt ([10] Lemma 1.1). 
Die Hauptlast des Beweises ruht auf der in Korollar 1 behaupteten Minimal- bzw. 
Maximalbedingung, die wir in (1.4) bzw. (1.5) nachweisen. Sei wieder M beliebig. 
I~ilfssatz 1.1. Besitze M die Eigenscha/t, daft jeder Untermodul U von M, mit 
So(M/U) -- O, radikalvoll ist. Dann gilt/i~r jedes p ~ Ass(M), daft dim(R/p) __< 1 ist. 
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Beweis.  Sei im 1. Schritt R lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m. Well 
sich die Voraussetzung auf Faktormoduln vererbt und 
Ass (M) = Ass (L (M)) w Ass (M/L (M)) 
ist, k6nnen wir gleieh So(M)~ 0 annehmen. Zu p e Ass(M), also B c M mit 
B ~ R/p, zeigt dann die exakte Folge 0 -+ So (M/B) -+ Ext~ (R/m, B), dab So (M/B) 
endlieh erzeugt, d.h. U/B ~ L(M/B) nach ([5] Proposition 3) artinsch ist. Nun ist 
U radikalvoll, m ~Koass(U/B) nach (2.2, e), also nach (L4) sogar 
m r U Koass (U/B) u p. 
Sei x e re\p, so dab U/B x-teilbar ist (Folgerung 1 zu 2.2). Dann ist nach Nakayama 
auch U x-teilbar, also nach dem Schlangenlemma Annv/B (x) ---> B /xB-+ 0 exakt, 
dim (B/xB) ~ O, dim (B) ---- 1 wie behauptet. 
Sei nun im 2. Schritt R beliebig. Ffir jedes m e .(2 erfiillt dann M mals Rm-Modul 
die entspreehende B dingung, denn aus So(Mm/Um)~ 0 folgt m ~Ass(M/U), so 
dab in 7~ ~ M/mU die m-Komponente Lm(-~)--~ ~Ann:9(m i) mit U fiberein- 
i= l  
stimmt; nach Voraussetzung ist aber L (2~) radikalvoll, also auch der direkte Sum- 
mand Lm(M ) (siehe [5] Theorem 1), d.h. U ---- 0, Um-teilbar, Um radikalvoll wie 
gewiinseht. Fiir jedes p e Ass (M) ist daher p ~ Pl ~ m unmSglich (well nach dem 
ersten Sehritt dim(Rm/pRm) =~ 1 w/ire), also dim(R/p) ~ 1. 
Wir werden sehen, dal~ jeder linear-kompakte radikalvolle Modul die Voraussetzung 
des ttilfssatzes erffillt. Allgemeiner sei ~ die Klasse aller R-Moduln M, bei denen 
ftir jeden Untermodul U die Menge Koass(U) w Ass(M/U) endlich ist. Nach (L4) 
und (L 1) geh6rt jeder linear-kompakte Modul zu ~, und fiber einem 1-dim. lokalen 
Ring R ist sogar ~---- R-Mod. 
Ein GroBteil der in der Einleitung angekfindigten Eigenschaften linear-kompakter 
Moduln 1/iBt sich nun schon fiir die Mitglieder yon ~ zeigen. 
Lemma 1.2. JFi~r ]eden Modul M ~ ~ gilt: 
(a) ][st M/U sockel/rei, so /olgt P(U) ~-- U ~ P(M). 
(b) Ist U ein radilcalvoller Untermodul yon M, so ]olgt 
L(M/U) = (L(M) § U)/U. 
B e wei s. (a) Aueh N ---- P (M)/U (~ P (M) geh6rt zu ~, ist aber zus/itzlieh radikal- 
voll und sockelfrei. Ffir jedes m ~ [2 ist daher m ~: U Koass (N) k) (.J Ass (N), so 
dab ein x e m existiert, das auf N bijektiv operiert. In der exakten Folge 
Tor~ (R/m, N) --~ R/m Q U c~ P(M) --7 R/m Q P(M) 
R R 
ist also das erste Glied Null, so dab mit dem dritten auch das zweite verschwindet, 
d.h. U n P (M) m-teilbar ist. Das gilt ffir alle m ~ [2, so dab U c~ P (M) radikaL 
voll ist, also enthalten in P(U). 
(b) Allgemeiner zeigen wir: Ist U m-teilbar, so folgt L m (M/U) ~ (L m (M) ~ U)/U. 
Ffir N ~ U/Lm(U ) ist n/imlich m ~= tJ Koass(N) u I.J Ass(N), also wie in Punkt (a) 
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Ext , (R /m,  N) = 0. In  der verbleibenden exakten Folge 
Hom~ (Rim, M/Lm (M)) ---> Hom~ (R/m, M/(L m (M) + U)) --~ 0 
ist also auch das mittlere Glied Null, d.h. die m-Komponente yon U / U 
Null, also Lm(M/U ) c (Lm(M) ~- U)/U wie behauptet. 
§  
Lemma 1.3. Ist M ~ (~ radilcalvoll, so gilt: 
(a) Fi~r ]edes p eAss(M)  ist dim(R/p) ~ 1. 
(b) Ist x ~ R lcein Nullteiler beziiglich M, so /oIgt xM---- M. 
Beweis .  (a) Die Voraussetzung yon (1.1) ist erfiillt, denn aus So(M/U) ~- 0 folgt 
nach (1.2, a) sofort, daI~ U radikalvoll ist. 
(b) Ware M/xM =~ 0, so g~be es zu p eAss(M/xM)  ein P0 e Ass(M) mit p0 c p, 
und wegen x ~ p, x ~ P0 folgte nach (a) p ~ [2~ sagen wir ~ ~ m. Wegen x ~ m is~ 
abet Lm(M)-~ O, also nach dem Beweis you (1.2, b) aueh Lm(M/xM) -~ O, und 
das ist nich~ wahr. 
Bemerkung.  Fiir den Spezi&lfall, dai~ R lokal und vollsti~ndig, M linear-kom- 
pakt und Ass(M) ~- {0} ist, gibt Ballet in ([1], p. 349) eine Besehreibung von M 
in Abhs yon h(p) und dim(R/p). Punkt  (ii) seines Theorems sagt, dal~ M 
im Falle dim (R/p) ~ 1 bereits endlich erzeugt ist --  was unmittelbar aus Punkt  (a) 
unseres Lemmas folgt, denn dann mul~ P (M) =- 0 sein. 
Satz 1.4. Sei M E ~ yon endlicher Goldie-Dimension. Dann er/i~llt M die Minimal- 
bedingung /i~r radi~alvolle Untermoduln. 
Beweis .  Sei im 1. Schritt M zusi~tzlich radikalvoll und sockelffei. Mit S z 
R\ l , J  Ass (M) gilt dann fiir alle p ~ Ass (M), dab p Rs ein maximales Ideal in Rs ist, 
denn hi~te man ein p ~ Pl mit pi (~ S----0, so folgte Pl ~/2 nach (1.3, a), mit 
Oi = m also m e Ass (M), und das war ausgeschlossen. Welter ist Ms als Rs-Modul 
artinseh, denn bei M :~ 0 hat man wegen endlicher Goldie-Dimension einen wesent- 
lichen Monom. R/p~ ~ M, der zu einem wesentliehen Rs-Monom. ~ (Rs /~Rs)  
i=1  i= i  
--~ Ms wird, in dem die Quelle artinsch ist, also auch das Ziel. Sind schlie]lich A 
und B zwei radikalvolle Untermoduln yon M mit As ~ Bs, so folgt bereits A ~ B, 
denn zu jedem a ~A hat man ein s ~ S mit sa ~ B, ein b ~ B mit sa ~ sb nach 
(1.3, b) also a = b. Wir haben A c B gezeigt, und ebenso folgt B c A. 
Ergebnis : Eine absteigende Folge yon radikalvollen Untermoduln yon Mis t  nicht 
nur in Ms stationer, sondern in M selbst. 
Sei nun im 2. Schritt M wie angegeben, U1 ~ U2 ~ "'" eine absteigende Folge yon 
radikalvollen Untermoduln. Weft So (Ui) endlieh erzeug~, also L = L (Ui) artinsch 
ist, hat man Um (~ L ~- Um+i n L . . . .  fiir ein m ~ 1. Weft aber Ui/L wieder die 
Voraussetzungen des Satzes erfiillt, aul3erdem radikalvoll und sockelfrei ist, gilt 
nach dem ersten Schrit~t Un @ L == Un+l -[- L . . . .  fiir ein n ~ m, also zusammen 
Un = Un+l ='"  wie gewiinseht. 
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Folgerung. Ist M ~ (~ von endlicher Goldie-Dimension und radi~alvoll, so ist ]eder 
injektive Endomorphismus /: M---> M bereits bi]e~tiv. 
Satz 1.5. Ist M linear-kompakt, so er/iillt M die Maximalbedingung /iir Unter- 
moduln U mit So (M/U) ---- O. 
Beweis.  Sei im 1. Schritt R lokal mit dem einzigen maximalen Ideal m, und sei 
E die injektive Hiille yon Rim. Nach ([4] Theorem 3.7) ist Endn(E)~-/~, also 
der /~-Modul M ~ = ttomn(M, E) naeh (L2) wieder linear-kompakt und die Abb. 
-LfR (M) ~ U ~-> AnnM0 (U) e ~f~ (M ~ ein Antiisomorphismus. Ist nun U1 c U~ r  
eine aufsteigende Folge yon R-Untermoduln yon M in der alle M/U~ sockelfrei sind, 
so wird AnnMo(U1)~AnnM0(U2)~ ... eine absteigende Folge yon radikalvollen 
_~-Untermoduln yon M 0, die nach (1.4) stationiir ist, also auch die alte Folge der Ui. 
Ist im 2. Schritt R beliebig, so hat man naeh ([12] Satz 2.3) eine kanonisehe Zer- 
legung M : OKm (M), in der K m (M) der grSl~te m-lokale Untermodul yon M ist. 
meT2 
Naeh (L3) sind fast alle Km(M ) Null, so dab wit gleieh M als m-lokal annehmen 
k6nnen. Dutch die Abb. R m • M ~ (r/s, a) ~-> ra' ~ M, mita  ~-- sa', wird dann M 
zu einem Rm-Modul, der dieselben Untermoduln bzw. affinen Teilmengen hat wie 
RM. ~ber R m hat man aber nach dem ersten Sehritt die gewiinsehte Maximal- 
bedingung, also auch fiber R. 
Folgerung. Ist M linear-kompalct, so gilt ]i~r jeden surjektiven Endomorphismus 
/: M --> M, daft Ke / artinsch ist. 
Beweis.  Ist M zus~tzlich sockelfrei, so sind in der aufsteigenden Folge 
Ke /c  Ke ]2 c . . .  aueh alle M/Ke/~ sockelfrei, und aus Ke In ~ Ke/n+l . . . .  folgt 
schon Ke/n  ~ 0, d.h. die Injektivit~t yon /. Im allgemeinen Fall hat man das 
kommutative Diagramm 
0 --~L(M) -->M -~M/L(M)  -~0 
0 - -~L(M) -~M-~M/L(M) - ->0,  
also Ke] '~_ Ke/,  und well L(M)  nach (L5) artinsch ist, gilt das auch ffir Ke/ .  
Lemma 1.6. Ist M linearJcompakt und soclcel]rei, so gilt: 
(a) trier jedes q e Koass(M) ist dim(R/q) ~ 1. 
(b) Ist x E R mit x M -- M,  so /olgt AnnM(x) --~ 0. 
(c) f~Ass(M) = ~/AnnR(M). 
Beweis.  (b) ist ein Spezialfall der letzten Folgerung, und bei (c) folgt ffir 
co 
I~=NAss(M) ,  dab M 5-primer, d.h. M----~_AnnM(b i) ist. Weil auch alle 
M/AnnM(I~ ~) sockelfrei sind, gilt nach (1.5) AnnM(b n) ~-M ffir ein n ~ 1, d.h. 
b = VAnnR(M). Sei ffir (a) nun q eKoass(M), q~,Q. Well M/P(M)  nach (L5) 
endlich erzeugt ist, folgt q ~ Koass(M/P(M) ) ,  also q E Koass (P (M)) nach (2.2, d) 
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bzw. (2.1, a). Aber eben haben wir AAss (P (M) )c  q gezeigt, d.h. p c q fiir ein 
p ~ Ass(P(M)). Nach (1.3, a) gilt dim(R/p) = 1, also fiir p = q die Behauptung. 
Auch in (1.3) gibt es eine dem Punkt (e) entsprechende Aussage, n/~mlich 
f~ Koass (M) ---- VAnnn (M). Wir werden sie erst im zweiten Abschnitt nach einer ge- 
naueren Untersuehung der Menge Koass (M) beweisen (Beispiel 4). Aber schon jetzt 
folgt aus Punkt (b) der beiden Lemmata, daI~ (.J Koass (M) = (.J Ass (M) is~, und aus 
Punkt (a), dab dim(R/p) = 1 ist fiir alle p E Koass(M) t,J Ass(M). 
Folgerung.. Ist M linear-kompakt, radikalvoll und sodcel]rei, so gilt Koass (M) 
= Ass (M). 
(1.7) Beweis des Theorems. Sei ~ die Klasse aller R-Moduln, die Erweiterung 
eines endlieh erzeugten dureh einen artinschen Modul sind. Offenbar ist ~ gegeniiber 
Unter- und Faktormoduln, aber aueh gegeniiber Gruppenerweiterungen abgesehlos- 
sen. Zum Naehweis, dab jeder linear-kompakte Modul M zu ~ geh6rt, kann man also 
wegen (L5) gleieh M radikalvoll und soekelfrei annehmen. Naeh (1.2) ist dann ein 
Untermodnl U yon M genau dann radikalvoll, wenn M/U soekelfrei ist, so dart M 
nach (1.4) und (1.5) sowohl die Minimal- a ls aueh die Maximalbedingnng fiir radikal- 
volle Untermoduln erfiillt. Mittels einer entsprechenden Kompositionsreihe k6nnen 
wit also zus/itzlieh annehmen, dal] M keine eehten radikalvollen Untermoduln be- 
sitzt. Yiir jeden niehttrivialen Untermodul B yon M ist dann P(B)= 0 und 
L (M/B) = M/B, so dab B endlieh erzeugt und M/B artinseh is~ wie gewiinseht. 
Bemerkung.  Die im letzten Beweissehritt auftretenden Bausteine -- d.h. M 
linear-kompakt 4= 0, radikalvoll und soekelfrei, aber ohne weitere radikalvolle 
Untermoduln -- kann man genauer besehreiben: M is t  unzerlegbar und irreduzibel, 
Koass(M) = {p} = Ass(M) und dim(R/p) = 1. Ans I)M @M folgt pM = 0, ja 
sogar p = AnnR(M), und weil fiir jedes x ~ R \p  die Multiplikation mit x: M -+ M 
bijektiv ist, erh/il~ man: Als R/p-ModuI ist M gerade der QuotientenkSrper von R/p. 
(1.8) Beweis yon Korollar 1. Wegen (a) = (1.4), (a 0) = (1.5) und (b ~ = Folge- 
rung zu (1.5) ist fast nichts mehr zu tun, denn im verbleibenden Punkt (b) induziert /
naeh der Folgerung zu (1.4) auf P(M) einen Isomorphismus, o dab Kok /  ein 
Faktormodul yon M/P(M) wird, also endlieh erzeugt ist. (Die betrachteten vier 
Eigenschaften sind tatsiichlich eine Folgerung des Theorems, denn man kann leicht 
zeigen, dab sie jeder Modul M aus der in (1.7) definierten Klasse ~ besitzt.) 
(1.9) Beweis yon Korollar 2. Sei R zunachst nut lokal. Ein endlich erzeugter 
R-Modul ist genau dann linear-kompakt, wenn er in der m-adischen Topologie voll- 
st/~ndig ist (siehe [2], chap. I I I ,w  2, Ex. 16), und weft die Klasse aller linear- 
kompakten Moduln gegeniiber Gruppenerweiterungen abgesehlossen ist ([9] Propo- 
sition 9), lautet unser Theorem jetzt pri~ziser: ~Tber einem lolcalen Ring R ist ein 
R-Modul M genau dann linear-kompalct, wenn er Erweiterung eine8 endlich erzeugten 
und vollst~indigen Moduls dutch einen artinschen Modul ist. Ist R zus~Ltzlich voll- 
st/~ndig, so kann man nach ([6] Theorem 2) ,,linear-kompakt" durch ,,E-reflexly" 
ersetzen und erhitlt das Korollar. 
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2. Koassoziierte Primideale. In diesem Anhang werden die Tatsachen fiber koasso- 
ziierte Primideale nachgetragen, die wir im ersten Abschnitt ohne Beweis benfitzten. 
Dabei zeigt sich, dab vor allem Teilbarkeitseigenschaften d s Moduls M (siehe 2.2) 
durch die Menge Koass (M) ~iedergegeben werden. 
Well /~ noethersch ist, hat jeder R-Modul M :4= 0 einen artinschen, also auch 
einen unzerlegbaren Faktormodul, so dab Koass (M) :# 0 ist. Ist M selbst unzerleg- 
bar und I (M) = {xe R[x i  :4: M} wie oben, so gilt I (M)= I ( i / i o )  ffir jeden 
Untermodul Mo ~ M, also Koass(M) = {I(M)}. Ist allgemeiner M = U1 +' "  @ U~, 
so dab alle U, unzerlegbar sind und keines yon ihnen weggelassen werden kann, 
so sieht man mit Pi = I(Ut) sofort, dab Koass(M) := {Pl, ..., pn} ist. Insbesondere 
hat jeder linear-kompakte Modul wegen (L3) nur endlich viele koassoziierte Prim. 
ideale. 
Be isp ie l  1. Ist M artinsch, so folgt CIKoass(M)~-]/A~R(M)). 
Beweis.  Fiir jeden Modul M gilt NKoass(M)~ ]/AnnR(M), denn aus p z 
I(M/Mo), mit M/Mo unzerlegbar, folgt p ~ AnnR(M/Mo)~ AnnR(M). Ist aber M 
artinsch und M ---- UI + "'" + Un, so dab alle Ui unzerlegbar und keines yon 
ihnen tiberfliissig ist, so folgt mit p, ~ I(U~), dab jedes x e Pi sehon nilpotent be- 
ziiglich U~ ist, d.h. Pi = A~U~) .  Also ist ('l Koass (M) = ('~ p~ ~ VAnnR(-2~). 
i=1  
Beisp ie l  2. Fiir jedes Ideal a yon R ist 
Koass R/a~ = {~0 ~ Spee (R) I P -~ a 4= R}. 
Beweis.  Ffir jeden a-prim~ren Modul N folgt aus p ~- a = R, d~g N p-teilbar 
ist. Naeh (2.2, a) ist dann p ~ Koass(N), d.h. fiir den speziellen Modul N = I~  R~ ai 
i= I  
haben wir bereits Koass(N)c{ } gezeigt. Zur Umkehrung sei jetzt p e{ }, 
also p -~- a c m fiir ein m e ~. Die injektive ttiille E yon Rim ist artinsch, also 
auch der Untermodul M = ttomR (R/p, E), und aus Anna (M) = p folgt nach Bei- 
spiel 1 p e Koass (M). Weil weiter M a-primgr und abzghlbar erzeugt ist, gibt es 
einen Epim. yon N = H R/ai auf M, so dab p e Koass(N) ist. (Auch hier gilt 
i= l  
N Koass (N) ~- ]/A-~R(N), denn mi ta '  = {x e R ] x = a x ffir ein a e a} ist nach 
dem Krullschen Durchschnittssatz AnnR (iV) = a'. Ist nun p minimal fiber Annn (N), 
so wurdein ([12] Lemma 1.2) gezeigt, dab p -t- a ~ R ist, also p e Koass(N).) 
Lemma 2.1. Sei U ein Untermodul von M. 
(a) Stets gilt Koass(M) c Koass(U) u Koass(M/U). 
(b) Ist p ~ Koass (U), 8o gibt es ein po ~ Koass (M) mit P0 c p. 
(c) Ist U klein in M, so gilt Koass(M) = Koass(M/U). 
(d) Ist U koabgeschlossen in M, so gilt Koass(M) -~ Koass(U) ~J Koass(M/U). 
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Beweis.  (a) Sei p e Koass(M), p r Koass(U). In p : I(M/Mo), mit M/Mo un- 
zerlegbar, muB dann U + M0 =~ M sein, so dab aus I(M/Mo) = I(M/U + Mo) 
folgt ~ e Koass (M/U). 
(b) In p = I(U/Uo) k6nnen wir zus~tzlich U/Uo artinsch annehmen, und dann 
gilt ffir ein maximales Element V0 in der Menge {U0 c V c M I Vn  U = U0}, dab 
U/Uo--~ M~ Vo ein wesentlicher Monom., also much M/Vo artinseh ist. Naeh Bei- 
spiel 1 folgt CI Koass (M/Vo) c /~a(U/Uo)  c p, also ~0 c p fiir ein P0 e Koass (M/Vo), 
und natfirlich ist P0 e Koass (M). 
(e) Das wird in ([3] Proposition 4) gezeigt. 
(d) Ein Untermodul U heist lcoabgeschlossen in M (siehe [12] Absehnitt 3), wenn 
fiir jedes X ~ U gilt, d~B U/X nieht klein in M/X ist. Nach (a) mfissen wir jetzt 
Koass(U) c Koass(M) zeigen: In ~ = I(U/Uo) ist naeh Voraussetzung U/Uo nicht 
klein in M/Uo, so dab es ein UocM0 ~ M gibt mit U+M0=M.  Es folgt 
I(U/Uo) : I(M/Mo), also p eKoass(M). 
Bemerkung.  Alle vier Punkte des Lemmas (und ebenso die yon 2.2) sind in der 
entsprechenden Formulierung bei assoziierten Primidealen wohlbek~nnt. Abet ffir die 
Tats~che Ass{I_~Ma~=[.JAss(M~)gibt es bei koassoziierten Primidealen keine 
Entspreehung: Ffir alle n ~ 1 ist Koass(R n) = f2, w/~hrend naeh Beispiel 2 
Koass (R (~)) = Koass (R ~) -- Spec (R) ist. 
Lemma 2.2. Sei M ein R-Modul und a ein Ideal yon R. 
(a) Genau dann ist M a. teilbar, wenn a in keinem der z~e M koassoziierten Primideale 
liegt. 
(b) Genau dann ist aM klein in M, wenn a in allen zu M koassoziierten Primidealen 
liegt. 
(c) Genau dann ist M radi]calvoll, wenn Koass (M) Icein maximales Ideal enthSlt. 
(d) Genau dann ist M ]~oatomar, wenn Koass (M) nut aus maximalen Idealen besteht. 
B e w e i s. (a) Wir zeigen allgemeiner Koass (M/a M) = Koass (M) n V (a). Klar gilt 
ffir jedes ~Koass(M/aM),  dab p~Annn(M/aM)~a ist. Sei umgekehrt a c0  
= I(M') ffir einen unzerlegbaren Faktormodul M'  yon M: W/ire M' a-teilbar, so 
folgte bereits xM'= M' fiir ein x e a, also x ~ p, und das ist unm6glich. Damit 
ist I(M') = I(M'/aM') und M'/aM' ein Faktormodul yon M/aM, d.h. pc  
Koass (M/aM). 
(b) Ist aM klein in M, so folgt naeh (2.1, c) und der eben bewiesenen Formel 
Koass(M) c V(a); ist aber aM nieht klein in M, so gibt es einen unzerlegbaren 
a-teilbaren Faktormodul M'  yon M, und p = I (M' )  liegt nach (a) nicht fiber a. 
(c) Das folgt unmittelbar aus (a) mit a = m fiir ~lle m e ~2. 
(d) Ein Modul M heii3t lcoatomar (siehe [ll]), wenn jeder yon M verschiedene 
Untermodul in einem maximalen Untermodul enthalten ist. In diesem Fall gilt ffir 
jedes V e Koass(M), p = I(M'), dab M'  einen Faktormodul der Form R/m 
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hat, also ~ ~ I (R /m)= m ist. Umgekehrt folgt aus Koass (M)c~ fiir jedes 
X =~ M, dab MIX nach (c) nicht radikalvoll ist, d.h. X in einem maximalen Unter- 
modul yon M liegt. 
Folgerung 1. JFiir ]eden Modul M ist (J Koass(M) = {x e R [ x M 4= M}, und 
CI Koass (M) ist das gr6fite Ideal a yon R, so daft aM klein in M is t .  
Punkt (b) liefert auch eine Verallgemeinerung des Krullsehen Durehsehnittssatzes. 
Ist J das Jacobsonradikal des Ringes und M ein endlich erzeugter _R-Modul, so ist 
bekanntlich JM  klein in M und (~ J iM  ~ O. Die Verallgemeinerung lautet: 
i= l  
Folgerung 2. Sind a und M beliebig und ist a M klein in M, so ]olgt 
5 a~M -= O. 
i= l  
Beweis.  ~alls M artinseh ist, folgt aus a c CI Koass(M) naeh Beispiel 1 sogar 
aeM = 0 fiir ein e => 1. Ist aber M beliebig, so gibt es eine t~amilie (r:~12 ~ A) 
-con Untermoduln, so dab alle M/Uz  artinseh sind und ~'~ U~ = 0 ist. Weil jedes 
~A f~ 
M/Uz  durch eine (yon 2 abh/~ngige) Potenz yon a annulliert wird, gilt a~M c U~ 
fiir alle 2 e A, also die Behauptung. i=1 
Aus der ersten Folgerung erh/~lt man: Genau dann ist ('1 Koass (M) = VAnnR(~,  
wenn aus aM klein in M stets ]olgt aeM = 0 [iir ein e > 1. Wir wollen zum Ab- 
sehluB zwei nichttriviale Beispiele fiir diese Situation angeben. Sie resultieren beide 
aus dem fo]genden Satz, der eine Verseh/~rfung yon ([11] Lemma 1.2) ist. 
Satz 2.3. Sei M a-prim~ir und aM klein in M. Au/3erdem gebe es endlich viele maxi- 
male Ideale ml . . . . .  m~, so daft ]edes Element yon Ass (M) in einem der ms enthalten 
ist. Dann /olgt ae M ~-- 0 ]iir ein e > 1. 
Beweis.  Wie in (Ell] p. 223) bildet man 2]/I 0 : HomR(M, U) mit dem injektiven 
k 
artinschen Modul C = I~  E(R/m/) und zeigt, dab M ~ in der a-adischen Topologie 
i= l  
vollst/indig ist. M 0 ist aber auch a-prim/gr, denn zu jedem ] e M0 ist Bi / artinsch 
und aB i /  klein in Bi/ ,  also anB i ]  ---- 0 ffir ein n > 1, d.h. ]@AnnMo(an). ~2k~&ch 
dem Satz yon Baire gilt daher aeM ~ ~ 0 fiir ein e > 1, und wegen AnnR(M) : 
AnnR(M 0) folgt die Behauptung. 
Be isp ie l  3. Ist M halbartinsch und Ass(M) endlich, so folgt CIKoass(M)--~ 
Beweis .  M i ta  = ~Koass(M)  ist aM klein in M. AuBerdem ist M a-prim/~r, 
denn jeder endlich erzeugte Untermodul yon Mis t  artinsch, also nach Folgerung 2 
dureh eine Potenz von a annulliert. (Offenbar ist dies eine Verallgemeinerung yon 
Beispiel 1. Auf die Bedingung an Ass (M) kann man aber nicht verzichten: In ([11] 
p. 223) wird fiber R ~ 77 [[X]] ein halbartinscher R-?CIodul M angegeben, bei dem 
NKoass(M)  =~ AI/X~n~(M) ist.) 
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Be isp ie l  4. Sei M e @ radikalvoll wie in (1.3). Dann folgt 
N (M) = 
Beweis .  In  (1.3, b) haben wir UKoass (M)cUAss(M)  gezeigt, d.h. jedes ko- 
assoziierte Primideal yon M liegt in einem assoziierten. Umgekehrt umfaBt nun aueh 
jedes assoziierte Primideal p ein koassoziiertes, denn zu B c M, mit B .~ t~/p, 
w/~hle man in der Menge {VcMIVn  B ~-0} ein maximales Element Vo, und 
dann ist B --> M/Vo ein we sentlicher Monom., also Ass(M/Vo) --= {p}. Fiir irgend- 
ein q E Koass(M/Vo) gilt nach (1.3, b) q c p, und natiirlich ist q e Koass(M). Also 
ist a ~ A Koass (M) enthalten in A Ass (M), M a-prim/ir (nach der zu {2.2, b) 
wohlbekannten dualen Aussage) und aM klein in M, damit naeh dem Satz aeM-= 0 
fiir ein e > 1. 
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